Aplicación del Transform de Laplace a las ecuaciones del oscilador simple by Michelow V., Jaime
Aplicacion del Transform de Laplace a las
ecuaciones del oscilador simple
POR JAIME MICHELOW V.
Se trata de abordar las ecuaciones diferencisles que aparec�n en el movi­
miento de un oscilador simple por metodos operacionales, rnetodos que ofrecen
las siguientes ventajas:
a) Las constantes de integraclon quedan inmediatamente, y en fonna natu­
ral, ligadas a las condiciones inieiales;
b) EI metodo para abordar cualquiera ecuaci6n diferencial lineal tenga 0 no
segundo miembro, y eiendo este segundo miembro de una forma cualquiera, es
completamente uniforme; y
c) EI metodo, si Be dispone de tablas de transform y antitransfonn con las
respectivas f6rmulas fundamentalea, es completamente algebraico,
I.-OSCILACI6N LIBRE.








y' + p'y = 0 Ecuaci6n lineal muy conocida que
resolveremoe por el L
Ly' + p'Ly _= 0
a'Ly-ayo-y'o + p'Ly = 0
ayo +y'o
Ly =- a' + p'
8 ylo
= Yo
'+ r+a p p
p
Aplicando L-'a' +p'
DB LA UNIVJlRSIDAD DB CHILB 101
I} s'«y = Yo 'COl! pt + - sen pt
p




V = Yo KC08 pt+ -- sen pt
p
II.-OBCILACI6N CON UNA FUERZA PERTlJRBADORA
Supongamos que Is base del csclls­
dor eate dotada de UD cierto movimien­
to tal que Be conoce AU aeelersci6n en
eualquier instante. (por ejemplo; ..eele­
rogrsme de un temblor).
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= f (t) aeeleraci6D basal ccnoeida.
s" +p'y=-f(t)
Aplicnndo L
Ly" + p'Ly = - Lf (t)
rLY-BYo-y'o +p'Ly = -Lf(t}
L
"Yo + y'o











L-I..!. L f (t) p
P 8' + p'





















y = Yo cos pt + - sen pt­
p
1 jt- f (z) sen p (t-z) dzp 0
Constituyendo los dos primeros terminos la oseilaeien libre y la integral la
oscilaci6n lorzada. En un temblor Yo = 0 s'« = 0
1 J'4) y = - - fez) sen p (t-z) dzp 0
(Integral de Duhamel)
EI esfuerzo de corte V = K y y sin tomar en cuenta el signo
K jt5) V = - I (z) sen p (t-z) dzp 0
Como vemos, teniendo el acelerograma de un temblor podemos perfecta­
mente avaluar I. integral por metodos numericos 0 grailcos.
III.-OSClLACI6N CON UNA FUERZA PERTURBADORA Y 1) N AMORTIGUAMIENTO
VISCOSO.
Be llama amortiguamiento viscoso una fuerza contraria al movimiento y
proporcional a Ia velocidad. Fig. 2.
F, = c
d (x + y)
dt
c coeficiente de amortiguamiento 0 simplemente amortiguamiento.
d' (x + y) d (x + y)
m
dt'







'" (t) = f� f (t) dt + ip (0)
my" + ey' + Ky = -mf (t) - eip (t)








s" +2'YY' +p'y = F(c)
En algunas aplieaciones se eonsidera un amortiguamiento proporcional a :
o sea se hace II' (t) = 0 quedando F (t) = �( (t)
Aplicsndc L:
Ly" + 2 'Y Ly' + p' Ly = L F (t)




' + 2'Ys + p'
Se pueden presentsr dos casos segUn si el denominador tiene rarces reale8
0, imaginarias.
EI segundo caso es mas importante y se verifica. para:
'Y' - p' < 0 EI valor 2 Y"K� Be llama amortiguamiento
crltico, el porque de ests denominaci6n 10 veo
'Y < p remos mas adelante.
c
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Ly � X (8..j- 'Y)' + A' + Yo (8 + 'Y)' + A' A
Aplicando L-I :
y' + Ij'7) y=yoe-yl cOS At+ 0 Yo'Y e-yt sen At+ - F(z) e-(t--a)T sen" (t-.) d.A " 0
Supongamos Yo = 0 s'« = 0 (temblor)
1 jtY = - F (z) e-(t-.)y sen � (t -z) da" 08)
104 ANALES DB LA FACULTAD DB CIENCIAS F1S1CA.� Y MATEMATlCAS
El esfuerzo de Corte:
V =Ky+cy'+c\p(t)
y' 10 obtenemos derivando 8) 0 aplicando L en Is ecuaci6n diferenci..1 y despejan­
do Ly' 10 que con Yo" 0 y'o .. 0 nos darla:
[ s + 'YLy' = L F (t) )2 I, (8 + 'Y + i>. 'Y
A
], ,- )2 2 aplicando L-A (8 + 'Y + ,A
jt 'Yj'y' = F(z) e-'1'(t-.) cos A (t-z) dz- - F(z) e-'1'(l-zJ senA (t-z) dz0, A 0
Luego:
f' [K_"C ]9) V = CI" (t) + 0 F(z) e-'1'(t-o) A sen A (t _ z) + C cos A (t-z) dz
Para valore. mayores que el amortiguamiento erltico:
8' + 2'Y 8 + p' '" (8-8,) (s-s,) en que s, y 8, SOn reales
Ly = _A_' + _B_ + c _L_F_(t_) + D
L F (t)
B-SI s-sz S--81 S-82
A, B, C, D constantes
10) y = A e",t + B e"t + 1.1 F (z) [ C.,.. (t- z) + D e" (t-zJ ] dz
EI movimiento deja de ser vibratorio, de aqul el nombre de amortigua­
miento crltico,
